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Introduccion

A partir del descubrimiento de los superconductores de altas temperaturas (HT'S)
en 1986, comenzo6 una intensa actividad de investigacion en la buisqueda de nuevos
materiales ceramicos superconductores; este hecho renovo el interés de los cientificos
en las aplicaciones de la superconductividad, incluyendo la superconduccion de cables
eléctricos, debido a que la corriente y energia eléctrica que puede ser transportada
usando cables superconductores es mayor y mas eficiente comparada con los cables
de cobre.

Un cable superconductor de alta temperatura HTS, se construye con varias capas
de cintas superconductoras = enrolladas helicoidalmente sobre un soporte cilindrico a
diferentes angulos y orientaciones. En la préctica, el objetivo es encontrar configura-
ciones con una mejor eficiencia, pues se sabe que la eficiencia en la distribuciéon de
corriente es mejor si esta se distribuye uniformemente en cada capa, ver Lee [9]. En
la actualidad se conocen varios modelos para la distribucién de corriente en un cable
superconductor. Por ejemplo: en Daumling [4], el cable superconductor se modela
como un circuito en paralelo, obteniendo un sistema no lineal de EDO. En particular,
para fines del presente trabajo de tesis estamos interesados en trabajar con el mod-
elo propuesto por Hamajima et al [6]. El modelo algebraico se deriva de la ecuacion
generalizada para la distribucion de corriente. Para un cable de m capas de cintas
superconductoras se obtiene el siguiente modelo.

k k

T’k+1 — Tk _ Ek1 2 [ Ei

E I + ( ) 5 Ty <—Iz> +
T‘k+1 + Tk im1 - Li

€k 9 Ek+1 9 < €
+ | —mnr, — ——nmr —I, | =0, k=1,2,...,m—1. 1
<Lk L Hl) Z (L' ) @

i=k+1

Los parametros claves del modelo (1) en cada capa son: la corriente I;, los radios 7,
las direcciones de encintado ¢; y los tamanos de paso L;.

*Los materiales mas comunes de cintas superconductoras estan fabricados de los compuestos
ceramicos Bi—2223, Bi—2212 y YBaCuO.
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Capitulo 0. Introducciéon

El diseno del cable consiste en encontrar los tamanos de paso, para obtener una
distribucion homogénea de corriente. Los datos de entrada son los radios y las direc-
ciones de encintado. Los tamanos de paso se obtienen al resolver el sistema algebraico
(1) asociado al de Hamajima et al [6].

En el capitulo 1 en la seccién 1.2 modificamos el modelo para la distribucion de
corriente propuesto por Hamajima et al [6] y proponemos un modelo més general con
respecto a las eficiencias en la distribucion de corriente, pues en situaciones reales no
es posible obtener una eficiencia perfecta. El modelo propuesto es el siguiente

k k
Tk+1 — Tk €k Ek+1 o [ Ei
I E E,+|—— E mr; | —L;
T (o1 + 1) (Lk ) : (Lz‘ )

€k 9 €k+1 o - €;
+ | —7nr, — ——r —Ei>:O, k=1,2,....m—1. 2
(Lk Y Lk k+1> Z (L @)

1=k+1

Observando que en (2) las direcciones de encintado y los tamanos de paso aparecen
en la forma ¢;/L;, realizamos un cambio de variable para tranformar (2) en el sistema
de ecuaciones polinomiales (3)

k k
7“k+1 — Tk 2
lk — lk 1 r; lez
T (kg1 +7%) z:: - ); (LE:)
+ (ymrd — L) Z (LE)=0, i=12...,m-1 (3)
i=k+1
donde las incognitas son ly,...,[,. En la seccion 1.4 a partir ciertos supuestos al

modelo eléctrico deducimos el modelo algebraico propuesto por Hamajima et al [6].

En el capitulo 2 hacemos una sintesis de resultados que necesitamos de Geometria
Algebraica relacionados con bases de Grobner. En base al teorema de valores propios
(2.3), proponemos un algoritmo de solucién para sistemas de ecuaciones polinomiales.
Concluimos el capitulo con algunos ejemplos para ilustrar el algoritmo.

En el capitulo 3 comenzamos con el sistema polinomial (3), sin embargo, al cal-
cular la base de Grobner este sistema resulta mal planteado, asi que, mediante otra
transformacion hecha a (2) obtenemos el siguiente sistema polinomial

XIV



Capitulo 0. Introducciéon

k
Tk+1 — Tk ZE n (5klk B 6k+1lk+1> Ze?iliEmL

7T (Tes1 + %) s Ty —
= eili ; .
+ (erle — €rt1lit1) Z ( o ) =0, 1=1,2,...,m—1 (4)

i=k+1

En la seccion 3.3, proponemos un algoritmo para resolver el sistema (4). Tomando
como datos de entrada los presentados en la tabla 3 de Hamajima et al [6] para 3
y 4 capas, mediante el algoritmo propuesto reproducimos los mismos resultados que
en el articulo antes mencionado. Por otro lado, al considerar los datos propuestos
por Sytnikov et al [14] de la tabla 1, logramos encontrar una configuracion del cable
superconductor, para una distribuciéon homogénea de corriente. En el caso de 5 y
6 capas, basandonos en los datos propuestos por Hamajima et al [6], proponemos
algunas configuraciones con una distribuciéon homogénea de corriente. Finalmente
para validar con datos de laboratorio, reproducimos las configuraciones de cables
superconductores de 4 y 6 capas manufacturados por CIDEC(Grupo CONDUMEX,
México) y que son reportados en Sytnikov et al [14].

El contenido fundamental de este trabajo de tesis ha sido publicado en Moreles &
Canales [10].
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Capitulo 1
Modelacion de cables
superconductores

En el presente capitulo trabajamos con el modelo de la distribuciéon de corriente
en un cable superconductor propuesto por Hamajima. Puesto que no es posible obte-
ner una eficiencia perfecta en la distribucién de corriente, proponemos una ecuacion
més general sobre la eficiencia en la distribuciéon de corriente. Mediante un cambio de
variable modificamos este tltimo modelo para transformarlo en un sistema de ecua-
ciones polinomiales. Tomamos de Daumling un sistema no lineal de EDO que modela
la distribucion de corriente en un cable superconductor y bajo ciertos supuestos a
este ultimo modelo, deducimos el modelo para la distribuciéon de corriente propuesto
por Hamajima.

1.1. Superconductores

1.1.1. La importancia de los cables superconductores

Los superconductores son materiales que pueden conducir una corriente eléctri-
ca sin resistencia o con pérdidas muy bajas de energia. La superconductividad fue
descubierta en 1911 por el fisico holandés Heike Kamerlingh Onnes, quien observo
que a temperaturas muy bajas, por debajo de 4.2°K, la resistencia eléctrica del mer-
curio cafa subitamente. Durante los siguientes 75 anos el avance en los estudios de
superconductividad fue muy lento, pues los elementos y compuestos que exhibian esta
propiedad lo hacian tinicamente a temperaturas muy bajas, en la mayoria de los casos
por abajo de los 20°K. Para lograr tales temperaturas, el material de superconduc-
cion se sumerge por lo general en un bano de helio liquido a 4°K, sin embargo, el
helio liquido es muy costoso y explosivo, asi que las aplicaciones comerciales fueron
postergadas; ver Resnick.

Un gran avance en el estudio de la superconductividad se dio en el ano 1986
cuando Karl Miiller y Johannes Bednorz descubrieron un é6xido de bario, lantanio y



Capitulo 1. Modelaciéon de cables superconductores

cobre con una T, ~ de 40°K. Este compuesto ceramico fue llamado superconductor
de alta temperatura (HTS). En 1987 se encontr6 un complejo de 6xido de itrio, cobre
y bario con un valor de T, por encima de 77°K, el punto de ebulliciéon del nitrégeno
liquido, un refrigerante seguro y no muy caro; ver Sears.

Hoy en dia, la superconductividad ofrece una amplia gama de aplicaciones en
muchos ambitos. Entre las mas importantes estén:

(i) Produccion de grandes campos magnéticos, que pueden utilizarse en aplicaciones
médicas, biologicas, quimicas, levitacion, etc.

(ii) Fabricacion de cables de transmision de energia.

(iii) Fabricacion de componentes de circuitos electronicos.

En nuestro caso, estamos interesados en la superconduccion de cables eléctricos.
Estos pueden ofrecer multiples ventajas con respecto a los cables de cobre usuales.
Dos de las ventajas més importantes son las siguientes:

(i) Reducen la pérdida de energia durante la transmision de corriente.

(ii) Reducen la dimension y el peso, debido a la gran cantidad de corriente que
transmiten.

Muchos cables superconductores HTS se usan para lineas de transmision de po-
tencia subterraneas que puedan satisfacer la demanda de energia eléctrica de una
ciudad densamente poblada, y son instalados en ductos especiales para proteccion y
mantenimiento. Se cree que la superconductividad llegara a ser de vital importan-
cia en el siglo X X1, por ejemplo: contribuird a la reduccion de C'O,, debido a que
por sus caracteristicas transportan varias veces mas energia eléctrica que los cables
convencionales. Un resumen del estudio sobre las aplicaciones potenciales de super-
conductividad se presenta en Hassenzahl.

1.1.2. Cables superconductores

En la actualidad existen dos tipos de cables superconductores comerciales de alta
potencia, los llamados de dieléctrico caliente(warm dielectric WD) y de dieléctrico frio
(cold dielectric CD), ambos con ventajas y desventajas comparados uno del otro; sin
embargo, la estructura tipica de un cable superconductor de alta temperatura (HTS)
consiste siempre de un ntucleo y de partes externas para cubrir el niicleo en una
condicién criogénica, y para mantenerlo en esta condicion se utiliza nitrégeno liquido.
En la figura (1.1) se observa la estructura de un cable superconductor. En adelante
hacemos una descripciéon un poco més detallada de los elementos que componen un
cable superconductor.

* . .
La temperatura en la que un material se convierte en superconductor se llama temperatura
critica y se le denota por T,



Capitulo 1. Modelaciéon de cables superconductores

capas protectoras de
las cintas superconductoras
s A

Cinfas superconductoras

-

soporte cilindrico
capa aisladora

Figura 1.1: Vista lateral de un cable superconductor HTS de cuatro capas de cintas
superconductoras

El nicleo es la parte mas importante de un cable superconductor, pues en él
se transporta la corriente. Usualmente el nicleo consiste de varias capas de cintas
superconductoras enrolladas helicoidalmente a diferentes angulos y orientaciones so-
bre un soporte cilindrico. En la figura (1.2) se muestra un ejemplo de la parte mas
importantes de un cable superconductor (HTS).

Es bien conocido, que los superconductores transportan la corriente directa (DC)
con pérdidas insignificantes de energia, en cambio al transportar corriente alterna
(AC) existe una pérdida asociada. Sin embargo, la corriente directa es raramente
usada en el sector eléctrico, porque se sabe que la pérdida de energia en un cable
convencional puede reducirse incrementando el voltaje y reduciendo la corriente de
la que dispone el generador. Esta transformacion es més facil hacerla con corriente
alterna (AC), y por tal motivo la red eléctrica ha sido construida para operar con
este tipo de corriente.

Existen varios factores que causan la pérdida de corriente (AC loss) en un cable
superconductor, para mayor detalle ver Daumling, por tal motivo, en la actualidad ex-
iste una gran cantidad de investigacion acerca de la pérdida de corriente, sin embargo
se sabe que la pérdida de corriente (AC loss) en un cable es minima cuando la corriente
se distribuye uniformemente entre las capas (ver Lee, Mukoyama). La distribucion de
corriente entre las capas es controlada principalmente por la inductancia mutua y
la autoinductancia. Las inductancias de las capas son dadas principalmente por los
radios, tamanos de paso y las direcciones de encintado de cada capa (ver Ddumling).
La direccién de encintado y el tamano de paso, son los parametros claves que gobier-



Capitulo 1. Modelacién de cables superconductores

capa aisladora

cintas superconductoras HTS
region filamental /

e

vista frontal vista lateral

Figura 1.2: Nucleo de un cable superconductor de cuatro capas de cintas supercon-
ductoras

nan la distribuciéon de corriente y que pueden ser controlados durante la fabricacion.
En general no es facil encontrar combinaciones apropiadas de los tamanos de paso
y direcciones de encintado analiticamente, por tanto es necesario utilizar un método
numérico para encontrar las combinaciones de los tamanos de paso y direcciones de
encintado que den una distribucién homogénea de corriente.

1.2. Modelo algebraico de Hamajima

Existen varios modelos para la distribucién de corriente en cables superconduc-
tores, sin embargo en este trabajo de tesis nos interesa el propuesto por Hamajima.
En este articulo se presenta una ecuacion generalizada de la distribucion de corriente
usando leyes de conservacion de flujo entre las capas adyacentes, y de aqui la ecuacion
de distribucion de corriente se deriva de la ecuacion generalizada.

La ecuacién que modela la distribuciéon de corriente para m capas propuesto por
Hamajima es la siguiente
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k k

Tk+1 — Tk €k €k+1 o [ Ei
_— E Li+ | —— E mr; | —1; | +
T (res1 + 7k) (Lk ) — <Li )

i=1

€k o €k+l o - €
_'_ —T7r. — ——T7r —[1):0’ k:172,...,m_1.
(Lk M L kH) Z (L

i=k+1

Los pardmetros se describen a continuacion:

I;: corriente por la capa i.

r;: radio de la capa 1.

(1.1)

= ¢; : direccion de encintado de la capa 7. Igual a +1 6 —1 dependiendo de la

direccion de encintado.

L;: tamano de paso de la capa 1.

Si «y; es el angulo de encintado de la capa i se tiene la siguiente relacion, ver figura

(1.3)

Figura 1.3: Relacion entre el radio, el angulo de encintado y el tamano de paso de la

i-ésima capa superconductora.

La corriente total se calcula como

IT == i IZ
i=1
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Una configuracion del cable es un conjunto de valores para {e;, L;}. Si la configu-
racion, los radios y la corriente total son conocidos, podemos determinar la distribu-

cion de corriente en el cable resolviendo el sistema lineal (1.1), (1.2).

=1 i=k+1

Y Li=Ir, k=12..m-1
i=1

Es decir, tenemos un sistema lineal de la forma

Al = b,
donde b7 = (0,0, ..., I7).

2

k m
Tk+1 — Tk €k Ek+1 2 &4 L& 2 Ek+1Eq
E _ 4+ — - mr;— | I + E mr, — ————mr
(W (Thy1 +72) (Lk Lk+1) Lz’) (LkLz’ P L L R

Por otra parte, como mencionamos anteriormente, se sabe que un cable es mas efi-
ciente si la corriente se distribuye de manera homogénea en cada capa. Asi, el problema
de interés es determinar configuraciones para obtener una distribuciéon homogénea de
corriente. Este problema puede ser formulado de la siguiente manera: Suponemos que
el cable de m capas se construye con radios conocidos r;, i = 1,2,...,m. Queremos
encontrar configuraciones que satisfagan (1.1) con I; = Ir/m, i =1,2,...,m. De aqui

el problema de interés, es resolver el sistema

k
Tk+1 — Tk €k €k+1 o [ i
k—+(—— > E T <—)+

T (Fgt1 + 75) Ly Liy) = L;

€k _ o €k+1 _ o - €
+ | —7ry, — ——7r — | =0, k=1,2,...,m—1.
(Lk " Ly kH) 2 <L>

i=k+1 ¢

(1.3)

Para una distribucion uniforme de corriente la ecuacion (1.2) en forma normalizada

queda

=1

(1.4)

Como en situaciones reales no es posible obtener una eficiencia perfecta, consid-

eramos una situacion mas general.

donde 0 < EF < 1, y E; denota la eficiencia en la capa 7. 0 < F; < %

(1.5)
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Por lo tanto modificando el sistema (1.1) obtenemos:

k

Tk+1 — Tk €k Ek+1 2 [ Ei
e (i) 5 )
T (Thg1 + Tk) Z Ly, ; L;

=1

€k 9 €k+1 _ 9 G €i
+ | —7ry, — ——7r —FE; ) =0, k=1,2,...,m—1. 1.6
(Lk; b Lk kH) Z_z: <Li > (1.6)

Ahora supongamos que el cable de m capas se construye con radios y eficiencias
conocidas, r;, E;. Con estos datos el problema del diseno consiste en encontrar una
configuracion para el sistema (1.6), es decir queremos calcular los valores de L; y &;.

Por otro lado, observemos que en el sistema (1.6) la direccién de encintado y el
tamano de paso aparecen en la forma: €;/L;. Definiendo [; = ¢;/L;, obtenemos un sis-
tema cuadratico de m — 1 ecuaciones con m incognitas; las incognitas son Iy, ls, . . ., [,,.

k

k
Tk+1 — Tk 2
LTI N (= L) S mr? (LB +
T (rk—‘rl + Tk) — ( k k+1) y ( )

+ (e} = lepmriy) Y (LE) =0,  i=12...m-1 (1.7)
i=k+1

En aplicaciones comerciales el nimero de capas de cintas superconductoras es
pequeno, m < 6, y debido al avance de la computacion, para sistemas de tamano
moderado, en la actualidad se estan utilizando algoritmos basados en técnicas de Geo-
metria Algebraica, muchos de ellos implementados en software matematico (MAPLE,
MATHEMATICA). Por esta razon en el siguiente capitulo introducimos herramientas
bésicas de Geometria Algebraica, especificamente relacionadas con Bases de Grobner.

1.3. Modelo eléctrico de Daumling

Desde el punto de vista macroscopico, un cable superconductor multicapas HTS
puede ser modelado como un circuito eléctrico R-L en paralelo de diferentes ramas,
una para cada capa de cintas superconductoras, ver Daumling. El circuito se muestra
en la figura (1.4).

Las corrientes transferidas entre las capas se permiten sélo al final del cable. Los

voltajes V; y las corrientes I; en cada capa son entonces gobernadas por la ecuacion
(1.8)
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capa_l

M 4|
Rz N L. “ﬁM”
= capa_2
M‘i l.‘\f i
e Rﬂ*i - capa_3
v, ] M,
L

R n A} Z

Figura 1.4: Modelo eléctrico de un cable superconductor.

Vi My My ... My [hL Ri(L,) 0 ... 0 I

Vol _ | Moy Mz ... Moy | | I N 0 Ry(I5) ... 0 I,

Vin My oo oo Mpm| | I, 0 In(Lo) | | I
(1.8)
aqui M;; = M;; es la inductancia mutua entre las capas ¢ y j, M;; es la autoinduc-

tancia de la capa i y R; es la resistencia. Ambas inductancias dependen de los radios
r; v los tamanos de paso L;. Las expresiones para la autoinductancia y la inductancia
mutua son las siguientes

e o D
M, = Ly “n|— 1.9
’ M0L§+2Wn(ri) (1.9)
y
M, = M, = S5k 2 boy (DY (1.10)
s Ve LZLJ 7 o Tj ) J

donde D es la distancia entre el cable y la linea de retorno, V; es el voltaje y esta
dado por:

Vi=KV —Ry, Y T (1.11)
i=1
Aqui, KV =1} es la intensidad de voltaje, K constante.
Como es usual, I; en (1.8) es la derivada de la corriente I; con respecto al tiempo
t. El término resistivo R;(1;) esta dado por:
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LIN\"
R;(1;) = const sign(I;) (‘I |> (1.12)
I.; es la corriente critica ~ de la capa i. Practicamente la constante es 1V /em veces
la longitud del cable.

1.4. Relacién entre el modelo algebraico de Hamaji-
ma y el modelo eléctrico de Daumling

En la presente seccion ilustramos de manera formal que el modelo para la dis-
tribucién de corriente propuesto por Hamajima, esta relacionado con modelo eléctrico
presentado en Daumling. Bajo ciertos supuestos hechas al modelo eléctrico deducimos
el modelo de Hamajima.

Si suponemos que la constante de tiempo 7 = L/R donde L y R son la inductancia
y la resistencia, respectivamente, es suficientemente mas grande que un tiempo en el
cambio de flujo, el flujo por unidad de longitud de la k-ésima capa se puede describir
como sigue

D) = i My, ;1;
=1

donde la inductancia mutua para solenoides de longitud infinita esta dado por (1.10).
El flujo entre las capas k y k + 1 se obtiene como sigue

O = p — Prpy
=3 Mgl =Y Mgl
i=1 i=1

k m
= Z (My; — Myyq,) I + Z (My; — Mys1,) I, (1.13)
=1 ikt 1

consideremos que para s > t, ry > 1, entonces puesto que en la primera sumatoria
de (1.13) k > i, tenemos que ry > 7;.

*% . L P . .
La corriente critica I.; es la méaxima corriente que puede transportar un superconductor sin que
se produzca disipacion
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k
Z (M — Myi1,) I = (Mg — M, js1) L
=1

k
=1
k
o Ei€k . o D 5 Ei€kt1  fho (D )}
= P22k B0y (2 - e By (2
;[“O LiL, ' 2m (,) A P * el
k
26 (Ek Ekp D
= Ty — ; + In (—)} I;
- 1”0 L (Lk Lk+1) Z [ (Tk) Tk+1

1=

k k
B Ek;_gk—i—l k+1
—“<L—k )3t fem () 3

L1
r € € €
— ( k+1)Z[ —i—,uo< l; L’:rll)ZWTZZL—[
i=1 +1/ =1
k

Mo Th+1 — Tk Ek+1 2 &
I + mr; —1; 1.14
T Thyl + Tk Z Ho (Lk Lk+1) ; L; (1.14)

Por otro lado en la segunda sumatoria de (1.13) puesto que ¢ > k, tenemos que
r; > Ty, entonces desarrollando

m m

ELE; o D 2 Ek+1E; Ho D
My — Myy15) I = 2 oo — )~ L U L
> (M= My ) I = 3 [“OﬁrkLkLi o (r) I L 2w (r”

i=k+1 i=k—+1

25k 5 Ekil) N~ Ei
= — = — —I; 1.15
Ho <7r1“k Ln Tkt Lk+1> Z L, ( )

De (1.13), (1.14) y (1.15) tenemos

k
HoTk41 — Tk Ek+1 2 €i
<I>:——E I + E [—|—

T Tkl + Tk 5 HO( Ly )

 Lip —
m
2 €k 2 Ek+1 i I
tho (mrig —miag D) 2 o
k k+1 imkt1

Dividiendo ambos lados entre la constante de permeabilidad del espacio libre y
poniendo el flujo en cero como una condicién inicial, obtenemos

10
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k k
Lrgpr — g (€k €k+1) 2 i
0= ——7"—7— E L+ — — E ;i — i+
T e+l + Tk Ly Lipa P L;

g € &

2 ¢k 2 k+1 i

+ (m"k— — 7rrk+1—) —1I;
Lk LkJrl i—kt1 Lz

que es precisamente el modelo (1.1) propuesto por Hamajima.

11
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Capitulo 2
El método de valores propios en
sistemas polinomiales

Resolver un sistema polinomial es omnipresente en muchas aplicaciones tales co-
mo diseno geométrico por computadora, modelacion geométrica, robodtica, vision com-
putacional, biologia computacional, procesamiento de senales, etc. En el presente capi-
tulo introducimos algunos conceptos bésicos de Geometria Algebraica relacionadas
con bases de Grobner para resolver un sistema polinomial fi, ..., f,, = 0, proponemos
un algoritmo basado en un teorema de valores propios para resolver el sistema poli-
nomial anterior. Omitimos las demostraciones de todos los teoremas basicos, las que
pueden consultarse en Cox.

2.1. Polinomios e Ideales

A continuacion presentamos algunas definiciones.

Sea k un campo; para nuestro interés particular k£ = C.

Recordemos que un monomio en una colecciéon de variables x4, ..., 2, es un pro-
ducto

R R (2.1)

para abreviar reescribiremos algunas veces en notacion multi-indice a (2.1) como z%,

donde o = (ay,..., ) € Z>g. El grado total del monomio z® es la suma de los
’ ) >0

exponentes oy + ... + ay,.

Definicion 2.1 Un polinomio f en xq,...,x, con coeficientes en k, es una combi-
nacion lineal finita (con coeficientes en k) de monomios. Escribimos a un polinomio
f en la forma

f= anxa, Co €K (2.2)

13
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donde la suma es sobre un nimero finito de n-tuplas o = (aq, o, . . ., ). El conjunto
de todos los polinomios en xy, ..., T, con coeficientes en k se denota por k[xy, s, .. ., xy]

La suma y producto de dos polinomios también es un polinomio. Se puede mostrar
que bajo la suma y multiplicacion que k[xy, za, ..., x,] satisface todos los axiomas de
campo excepto la existencia de inversos multiplicativos. Tal estructura se llama anillo
conmutativo, y por esta razon nos referimos a k[zy,xs,...,2,] como un anillo de
polinomios con coeficientes en k.

Definiciéon 2.2 Un subconjunto I C klxy, ..., x,] es un ideal si satisface:
(i) 0 € I.
(i) Si f,g € I entonces f+g € I.

(i) Si f €1 yp€ klxy,...,x,] entonces pf € 1.

Definiciéon 2.3 Sea fi, ..., fs € k[z1, ..., z,], denotamos la coleccion
< fl,...,fs >= {thfz : hl,hg,...,hs € k[ﬁl,...7$n]}
i=1

En el siguiente lema encontramos una manera de construir ideales.

Lema 2.1 Si fi, fo,..., fs € k[z1,...,x,], entonces < fi,..., fs > es un ideal de
klx1,...,x,]. Llamamos a < f1,..., fs > el ideal generado por fi,..., fs.

Decimos que un ideal I es finitamente generado si existen f1, fa, ..., fs € k1, ..., 2]
tal que I =< fi,..., fs >, y decimos que f1, fa,..., fs es una base para I.

2.2. Bases de Grobner

Las bases de Grobner son un sistema especial de generadores de un ideal, vienen
a ser en cierto sentido el analogo del méximo comun divisor en el caso de varias
variables. La analogia es en el sentido de que, dada una base de Grobner que genera
un ideal I C k[z1,...,x,] y un polinomio f € k[xy,...,x,], f pertenece al ideal si y
sOlo si el residuo de la division de f por los polinomios en la base de Grébner es cero.
En otras palabras base de Grébner es un conjunto de polinomios que garantiza la
existencia, unicidad o dicho atn de otro modo, garantiza la obtencién en un ntimero
finito de pasos de la forma reducida de cualquier polinomio, una base de Grébner
es una “generalizacion” del algoritmo de la division y eliminacién Gaussiana para
sistemas lineales. En adelante se dan algunos conceptos relacionados con bases de
Grobner, asi como algunos ejemplos para ilustrar los conceptos.

14
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2.2.1. Orden monomial en k[z1,...,z,)

El algoritmo de la division multivariado requiere de un orden monomial, debido
a que la base de Grobner depende del orden monomial elegido. En efecto, 6rdenes
monomiales diferentes pueden dar lugar a bases de Gobner diferentes, es por ello que
primeramente necesitamos definir un orden monomial.

Definiciéon 2.4 Un orden monomial en klxq, ..., xz,| es una relacion > sobre el con-
7 )
Junto de monomios x* en k[, ..., x,] que satisface:

(i) > es una relacion de orden total.

(ii) > es compatible con la multiplicacion en k|xy, ..., x,], en el sentido que si x* >
2% y 27 es un monomio, x%xY = 27 > 2Pzr7 = 2B,

(i1i) > es bien ordenado, i.e. cualquier subconjunto no vacio de monomios, tiene un
primer elemento bajo >.

Para anillos de polinomios en varias variables, hay muchas elecciones de érdenes
monomiales. Dos de los mas importantes y que utilizamos en este trabajo de tesis son
los siguientes.

Definiciéon 2.5 (Orden lexicografico) Sean a = (aq,..., ), y 6= 01,...,0. €
Z%. Decimos que a >iep 3 si, en el vector de diferencia o — 3 € Z", la entrada no
cero mds a la izquierda, es positiva. Escribiremos % >ep 2° 8t a0 >peq .

Definicién 2.6 (Orden lexicogréfico graduado inverso) Sean a, 3 € Z%,. Dec-

IMOos que O > greyicy B St
n n
af = Zai > 6] = Zﬂi,
i=1 i=1

la| = |8| y, en la diferencia a— [ € Z, la entrada no cero mds a la derecha es positiva.
De la misma manera escribimos @ > greiea 2% sia > grevies 3

En nuestro caso utilizamos el orden monomial >, para ejemplos debido a que es
més facil de describir, sin embargo para el diseno del algoritmo utilizamos el oreden
monomial > g eylez-

Para entender mejor la relaciéon entre ambos ordenes monomiales consideremos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo.

15
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En Clz,y, 2|, con z > y > z, tenemos

23y?2 >0 22y%212 pues (3,2,1) — (2,6,12) = (1,—4, —11), y la entrada més a la
izquierda no cero es positiva.

Sin embargo z2y°2'% > cpier 39?2, pues 2+ 6+ 12 > 3+ 2+ 1.

Definiciéon 2.7 Sea f = > a,x® un polinomio no cero en klxy,...,x,] y sea > el
(0%
orden monomial inducido con respecto al orden en ZZ,. Definimos:

(i) El multigrado de f es
multideg(f) = méx(a € Z% : aq #0).
(ii) El coeficiente principal de f es
LC(f) = amuitideg(s) € k-
(#i) El monomial principal de f es

LM(f) _ xmultideg(f)'

(iv) El término principal de f es
LT(f) = LC(f) - LM(f). (2.3)

Para ilustrar consideremos el siguiente ejemplo
Ejemplo.
Sea f = 4xy*z + 422 — 523 + 72%2% y si > denota el orden lexicografico. Entonces

multideg(f) = (3,0,0)
LC(f) = =5
LM({f) = 2°

LT(f) = —54°

Por otro lado, el algoritmo de la divisiéon en una variable, se puede usar para
conocer los miembros de un ideal. Para estudiar este problema en el caso de maés
variables, se formula el algoritmo de la divisién para polinomios en k[zy,...,x,] que
extiende al algoritmo de la divisién en k[z].

(2.4)

Teorema 2.1 (Algoritmo de la division en k[xy, ..., x,]).

Fijando un orden monomial en k[xy,...,x,], sea F' = (f1,..., fs) una s-tupla orde-
nada de polinomios en k[z1, ..., x,]. Entonces todo f € klzy, ..., x,|, puede ser escrito
como

f=aifi+...+tasfs+r (2.5)

16
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donde a;,r € k[z1,...,2,] y ¥ = 0 0 r es una combinacién lineal de monomios tales
que ninguno es divisible por alguno de los LT(f1),..., LT(fs). Decimos que r es el
residuo de la divisiéon de f por F, y lo denotamos por r = 7F Atn més, si a;f; # 0,
entonces tenemos

multideg(f) > multideg(a; f;).

Ejemplo.

Sean [ = 2%y +ay? +y* y F = (y* — 1,2y — 1), utilizando el orden lexicografico
(>1ex), tenemos que:

Pyttt =@+ D@2 1) ooy —1)+20+1

En este caso TF =2z + 1.

El algoritmo de la division en k[zy, ..., x,] tiene varias caracteristicas similares al
de una variable, pero tiene una diferencia notable. Dado f € k[zy,...,x,] es natural
preguntarse si f es un miembro de un ideal I =< fi,..., fs >. Del residuo de la
division sir = TF = 0 en la division por F' = (fi,..., fs) entonces f = ay fi+...+asfs,
por dt}ﬁnicién fe< fi,..., fs > Sinembargo, si f €< fi,..., fs > no necesariamente
r=f =0.

Para ilustrar consideremos el siguiente ejemplo.
Ejemplo.

Sea p = 2% + 4%z — z — 1 es un elemento del ideal I =< 2%+ 22 —1,2? + y?> + (2 —
1)>—4 >, pues p = 2?+3y%z—z2—1 = (—32+1)(a?+ 22— 1)+(52) (2®+y*+(2—1)2—4).
Sin embargo, usando el orden >, tenemos que p* = 142z — z — 2%

De (2.5) y el hecho que f € I, se tiene que el residuo p” € I.

Definicién 2.8 Sea I C klzy,...,x,| un ideal diferente de {0}:

(i) Denotamos por LT (I) el conjunto de términos principales de elementos de I.
Ast LT(I) = {cx® : 3f € I, con LT(f) = ca®}.

(1) Denotamos por < LT(I) > el ideal generado por los elementos de LT(I).

Uno de los teoremas mas importantes acerca de ideales en k[z1, ..., x,], se conoce
como el teorema de Bases de Hilbert, este dice que todo ideal de k[zy,...,z,] es
finitamente generado.

Teorema 2.2 (Teorema de las Bases de Hilbert) Todo ideal I C klxy, ..., z,]
tiene un conjunto generador finito. Es decir I =< g1, ..., g; > para algunos g1, ..., g; €
I.

17
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Definicién 2.9 Fijando un orden monomial. Un subconjunto finito G = {q1,..., g}
de un ideal I se dice que es una base de Grobner si

< LT(¢1),...,LT(gt) >=< LT(I) > .

El nombre de base de Grobner sugiere que G genera a [, y efectivamente tenemos
la siguiente propiedad.

Corolario 2.1 Fijando un orden monomial. Entonces todo ideal I C klxy, ..., x,)
diferente de {0} tiene una base de Grébner. Aun mds, cualquier base de Grobner para
un tdeal I es una base de I.

Una de las propiedades mas importantes de las bases de Grébner es que el residuo
es unicamente determinado cuando dividimos por una base de Grobner.

Proposicion 2.1 Sea G = {gi1,...,9:} una base de Grobner para un ideal I C
klxy,...,xn] y sea f € k[zy...,x,). Entonces existe un unico r € klxy,...,z,] con
las siguientes dos propiedades.

(i) Ninguno de los términos de r es divisible por alguno de LT(gy),..., LT (g;).

(i1) Eziste un g € I tal que f =g+

Corolario 2.2 Sea G = {g1,...,9:} una base de Grobner para un ideal I C klxy, ..., x,)
y sea f € k[xy...,x,]. Entonces f € I siy sdlo si el residuo de la division de f por
G es cero.

Definicion 2.10 Si G es una base de Grobner para un ideal, el residuo de la division
—G
de f por G lo denotamos por f .

Definicién 2.11 Sean f, g € k[z1,...,x,] polinomios no cero:

(i) Si multideg(f) = a y multideg(g) = 3, entonces definimos v = (Y1, -.,Vn),
con v; = max(«;, 5;) para cada i. Llamamos al monomio z7 el minimo comain
multiplo de LM (f) y LM (g), escribimos ¥ = MCM (LM (f), LM(g)).

(ii) El S-polinomio de f y g es una combinacion

x7 x7

() | I Y

S(f,9) =

18
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Notemos que por definicion S(f,g) €< f,g >

Hasta ahora, solo tenemos la definiciéon y algunas propiedades de las bases de
Grobner. Sin embargo, encontrar una base de Grobner de un ideal dado es una tarea
mas complicada. El siguiente teorema da un criterio sobre cémo construir una base

de Gobner.

Teorema 2.3 (Criterio de Buchberger) Sea I un ideal polinomial. Entonces una
base G = {g1,...,9:} para I es una base de Grébner para I siy sdlo si para todos los

pares v # j
G

S(gi,9;) =0.

Usando este criterio, obtenemos un procedimiento muy rudimentario para producir
bases de Grobner.

Teorema 2.4 (Algoritmo de Buchberger) Sea I =< fi,...,fs ># 0 un ideal
polinomial. Entonces una base de Grobner para I puede ser construida en un nimero
finito de pasos mediante el algoritmo

Algoritmo 1 Algoritmo de Buchberger para calcular bases de Grobner
Input: F' = (f1,..., fs)
Ouput: Una base de Grobner G = (¢i,...,¢;) para I con F' C G
G:=F
repeat
G =G
for cada par {p,q}, p # ¢ en G do
S :=380pq)
if S # 0 then
G :=GU{S}
end if
end for
until G = ¢

En general, la base de Grobner de un ideal no es tnica ni siquiera cuando fijamos
un orden monomial, sin embargo, bajo ciertas hipotesis sobre la base de Grobner
podemos tener unicidad.

Definicion 2.12 Sea I C k[xy,...,xz,| un orden monomial. Decimos que G es una
base de Grobner reducida si
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(i) G es una base de Grébner para I.
(i1) LC(p) =1 para todo p € G.

(111) Para todo g € G, ninguno de los monomios de g estd en LT(G — {g}).

Proposicion 2.2 Sea I # {0} un ideal polinomial. Entonces para un orden monomial
dado, I tiene una unica base de Grobner reducida.

2.3. Variedades Afines

Como habiamos mencionado anteriormente, estamos interesados en encontrar ceros
de polinomios. De manera intuitiva una variedad afin es el conjunto de todas las solu-
ciones de un sistema de ecuaciones.

Definiciéon 2.13 El conjunto de todas las soluciones simultineas (aq,...,a,) de un
sistema de ecuaciones:

fl(xb 71:71) =0
0

fs(gjlv P .Z'n) =0
se conoce como la variedad afin definida por f1, ..., fs y es denotado por V(fi,..., fs).
Un subconjunto V' C k™, se dice que es una variedad afin si V= V(fi,..., fn), para
una coleccion de polinomios f; € klxy, ..., x,)].
Proposicion 2.3 Si fi,..., fs yg1,...,g: son bases para el mismo ideal en klxy, ..., x,],

es decir < fi,..., fs >=< g1,...,9: > entonces V(f1,..., fs) =V (g1, .., q)-

Para ilustrar la proposicion anterior, consideremos el siguiente ejemplo.
Ejemplo: Consideremos la variedad V(222 + 3y* — 11, 2% — y? — 3). Se puede mostrar
que < 222 +3y? — 11,22 — y? — 3 >=< 22 — 4,y* — 1 >, asi que, por la proposiciéon
anterior

V(222 +3y* — 11,27 —y* = 3) = V(22 —4,9° — 1) = {£2,+1}
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Definicion 2.14 Sea V' C k™ una variedad afin. Denotamos por I(V') al conjunto
{f € klzy,...,x,] : flay,...,a,) =0 para todo (ay,...,a,) € V}.

Lema 2.2 SiV C k" es una variedad afin, entonces I(V') C k[xy, ..., x5 es un ideal.
Llamamos a I(V') el ideal de V.

Definiciéon 2.15 Sea I C k[xy,...,x,]| un ideal. Denotamos por V(I) el conjunto
V(I)=A{(a1,...,a,) € K" : f(a1,...,a,) =0 para todo f € I}.

Otra aplicacion del Teorema de las Bases de Hilbert es la siguiente

Proposicion 2.4 Sea V(I) una variedad afin. En particular, si I =< fi,..., fs >,
entonces V(I) = V(f1,..., fs).

2.4. Algebras de dimensién finita

Si I C kl[zy,...,x,] es un ideal, k[zy,...,2,]/] es un anillo. Las operaciones se
pueden dar en términos de representantes, y para ello utilizamos el algoritmo de
la divisiéon para producir representantes de la clase de equivalencia modulo 1. Estos
representantes nos permitiran desarrollar las operaciones suma y producto en el anillo
cociente k[x1,...,x,]/I. Finalmente se establece un criterio para determinar cuando
un sistema de ecuaciones polinomiales sobre C tiene un niimero finito de soluciones.

2.4.1. Cocientes de Anillos de Polinomios

Definicién 2.16 Sea I C k[xq,...,x,] un ideal, y sean f, g € k[xy, ..., z,]|. Decimos
que f y g son congruentes modulo I, y escribimos

f=gmodl,

si f—gel.

Definicién 2.17 Para cualquier f € klxy, ..., xz,)], la clase de f es el conjunto
(fl={g € klz1,...,z,] : g = f mod I}.
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Definicién 2.18 El cociente k|xy, ..., x,| mddulo I escrito como klxy,...,x,]/I, es
el conjunto de clases de equivalencia para congruencias modulo I

klxy,...,zo)/T ={[f]: [ € klz1, ..., z,]}.

Debido a que k[zy,...,x,] es un anillo, dadas dos clases [f], [¢9] € k[z1,...,2,]/]
podemos intentar definir las operaciones producto sobre clases usando las correspon-
dientes operaciones sobre elementos de k[z1, ..., x,] de la siguiente manera.

1+l =1f +4] (2.6)
[/1-1gl =1f - gl
Teorema 2.5 Sea I un ideal en k|xy, ..., x,|. El cociente k[z1, ..., x,]/1 es un anillo

conmutativo con las operaciones dadas en (2.6).

Otra de las aplicaciones del Teorema de las bases de Hilbert es la siguiente.

Proposicion 2.5 Todo ideal en el anillo cociente k[z1,...,x,]/I es finitamente gen-
erado.
Proposicion 2.6 Sea I C k[xy,...,x,] un ideal. Entonces klxy,...,x,]/1 es isomor-

fo a un k-espacio vectorial S = Span(x® : z® ¢< LT(I) >).

Recordemos que si dividimos f € k[zy,...,x,] por G = {g1,..., g}, el algoritmo
de la division nos da una expresion de la forma

e
f=hgp+...+hag+f

donde el residuo 7G es una combinacion lineal de monomios x® ¢< LT(I) >. Ademas

. .. -G .
si G es una base de Grobner sabemos que f € [ <= f = 0, y el residuo es
tnicamente determinado para todo f. Esto implica

TG:§G<:>f—geI.

Proposicion 2.7 Sea I un ideal en klzy,...,x,] y sea G una base de Grobner para
I con respecto a un orden monomial. Para cada [f] € klxy,...,x,|/1, tenemos la

representacion estandar 7G en S = Span(z® : z* ¢< LT(I) >). Entonces:
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(1) [f] + lg] se representa por fG +g¢

a
(i) [f]-[g] se representa por TG g% €8

Puesto que k[z1,...,x,]/I es un anillo y tiene estructura de espacio vectorial, se
le llama algebra. Al algebra k[zq,...,x,]/I se le denota por A. Por otro lado, puesto
que los residuos son combinaciones lineales de los monomios z® ¢< LT (I) >, en esta
estructura de espacio vectorial los monomios

B={a":2¢< LT(I) >}

forman una base para A.
2.4.2. Teorema de Finitud

Teorema 2.6 (Teorema de finitud) Sea k C C un campo, y sea I C k[x1,. .., )
un tdeal. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) El dlgebra A = k[xq,...,x,]/I es de dimension finita sobre k.
(i1) La variedad V (I) es un conjunto finito

(iii) Si G es una base de Grébner para I, entonces para cada i, 1 <i <n, existe un
m; > 0 tal que x;" = LT(g) para algin g € G.

Un ideal que satisface las condiciones de arriba, se dice que es de dimension cero.

Definicion 2.19 Sea I C k[xy,...,x,] un ideal. El radical de I es el conjunto
VI={ge€klx,.. . x.:g™ €l para alginm > 1}
Un ideal I, se dice que es un ideal radical si v/I = 1.

Notemos que siempre se cumple que I C v/I por la definicion de /1.
El siguiente teorema establece una relacion entre el nimero de soluciones y la

dimension del espacio vectorial C[xzy, ..., z,]/I.
Teorema 2.7 Sea k C C un campo, sea I un ideal de dimension cero en klxy, . .., zy,),
y sea A = klxy,...,x,|/I. Entonces dimy(A) es mayor o igual que el nimero de

puntos en la variedad V (I). Aun mds, la igualdad ocurre si y solo si I es un ideal
radical.
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La siguiente funcién implementada en MAPLE, se basa en el Teorema de Radicales
para calcular el radical de un ideal generado por un sistema de ecuaciones polinomi-
ales. Verifica primeramente que el sistema tenga un ntmero finito de soluciones, es
decir que el ideal sea de dimensién cero.

zdimradical:= proc(PList, VList)

##+# Construye un conjunto de generadores para el radical #HHH# HHH
del ideal de dimension cero HH#HHH

local p,pred,v,RList;
global x,y,z;

with (Groebner ):

if is_ finite (PList, VList) then
RList:= PList;

for v in VList do
p := univpoly(v,PList);
pred:= simplify (p/ged(p, diff(p,v)));
RList:= |op(RList),pred|;
end do;
return RList
else print (’El ideal no es de dimensiéon cero; el método no se
aplica )
end if
end proc:

Para ilustrar la funciéon anterior a continuaciéon presentamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Consideremos el ideal polinomial
I =<tz + 32 — y* — 327, 2%y — 22%, 2yt — 2® — 29" + 2% >

mediante la instruccion
R:=zdimradical (I,[x,y]);
obtenemos
VI =< ytz 4 32% — y* — 322, 2%y — 222, 2y x — 2° — 29" + 2, z(zr—1),y(ly —2) >
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2.5. El método de valores propios

El problema central de este capitulo es encontrar las soluciones de un sistema de
ecuaciones polinomiales fi,..., f = 0 sobre C; en otras palabras queremos encontrar
los puntos de la variedad V(I), donde I es un ideal generado por fi, ..., fs. Cuando
el sistema tiene s6lo un numero finito de soluciones, es decir, cuando V(I) es un
conjunto finito, el teorema de finitud nos dice que I es de dimensién cero, y el algebra
A = Clxy,...,x,]/1 es un espacio vectorial de dimension finita sobre C. Al evaluar
f = x; en puntos de V(1) obtenemos las coordenadas de los puntos, (ver corolario (2.3)
de la pagina 26). Los valores de f en los puntos de V(1) resultan ser los valores propios
de ciertas aplicaciones lineales sobre A. Estos valores propios nos dan informacion
acerca de las soluciones.

Empezaremos definiendo dicha aplicacion.

Dado f € Clzy,22,...,x,], se define la aplicacion my de A = Clzy, xa, ..., 2]/
en si mismo como

my:A— A
por la regla: Si [g] € A entonces my ([g]) = [f]+[g9] = [fg] € A. Entonces my tiene las
siguientes propiedades:
Proposicion 2.8 Sea f € Clzy,zo,...,x,], entonces:
» La aplicacion my es una aplicacion lineal de A en A.
s my=myg& f—gel.
Cuando A es un espacio vectorial de dimension finita sobre C, podemos representar

la matriz de my con respecto a una base. Denotamos también a esta matriz por M.

Teorema 2.8 Sea I C Clxy,xs,...,2,]| unideal de dimension cero, sea f € Clxy, xa, ..., Ty,
y sea hy el polinomio minimo de my en A = Clzy, xo, ..., x,|/1. Entonces para A € C,
las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X es una raiz de la ecuacion hg(t) = 0.
(1t) X es un valor propio de la matriz my.
(11i) X es el valor de la funcion f en V(I).

Aplicando el teorema anterior, cuando hacemos f = z;, tenemos el siguiente re-
sultado.
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Corolario 2.3 (Teorema de Valores Propios) Sea I C Clxy, o, ..., x,] un ideal
de dimension cero, entonces para cada i, @ =1,...,n con g = x;, los valores propios
de my, son las coordenadas x; de los puntos de la variedad V(I).

Utilizando el corolario anterior proponemos un algoritmo para resolver sistemas
de ecuaciones polinomiales.

2.5.1. Un algoritmo para resolver sistemas polinomiales

El procedimiento basico para resolver un sistema de ecuaciones polinomiales esta
dado en el algoritmo (2).

Algoritmo 2 Procedimiento para resolver sistemas de ecuaciones polinomiales
Entrada: Sistema de ecuaciones polinomiales f;(xy,...,z,) =0,i=1,...,s.
Salida: Soluciones de fi(xq,...,2,)=0,i=1,...,s.

Calcular una base de Grébner G = ¢y,...,g; para el ideal I =< fy,..., fs >.
Calcular la base B del espacio vectorial Clxy, ..., z,]/1.

Encontrar las matrices de multiplicacion M,, asociadas a las aplicaciones m, .
Calcular los valores propios correspondientes y encontrar las soluciones del sistema
de ecuaciones polinomiales.

Es importante mencionar que el algoritmo(2) es implementado en MAPLE.
Para los pasos 3 : - 5 : no hay mucho que hacer, pues MAPLE provee de rutinas
para calcular G, B, M,,.

El algoritmo se aplica solo si el conjunto de soluciones es finito. En la subsec-
cion 2.4.2 implementamos un algoritmo basado el el Teorema de Radicales para probar
esta condicion.

A continuacién mostramos algunos ejemplos para ilustrar el algoritmo.

Ejemplo 1.
Consideremos el sistema

>+t 4+ 22 =4
4+ 2y =5 (2.7)
rz =1

Con soluciones exactas
(1,£v2,1), (=1, £v2, 1), (vV2,£v6/2,1/V2) v (—V2, £V6/2, —1//2).
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El ideal generado por el sistema de ecuaciones polinomiales es:

I=[*+y*+ 2> — 4,2 +2y* — 5,22 — 1]
Primeramente calculamos su ideal radical mediante la instruccion:
R:=zdimradical (I ,|x,y,z]);
El ideal radical de I obtenido es:

\/f:R:[x2+y2+z2—4,x2+2y2—5,wz—1,—3x2+:€4+2,—7y2+2y4+6]

Utilizando el orden monomial grevlez, calculamos la base de Grébner de I medi-
ante la instruccion:

with (Groebner ):
G:=gbasis (I ,tdeg(x,y,z));

La base de Grobner de I obtenida es:

G=rz— 1,y —2* — 1,2 +22* — 3,22° — 32 + 7]
Puesto que (=322 + 24 +2) =0y (=7y2 + 2y +6) = 0 por el corolario (2.2)
de la pagina 18 tenemos que —3x? +a*+2 € Iy —7Ty*>+2y* +6 € I, esto implica que
VI C Iy puesto que por definicion I C /T tenemos que I = /1. Por el teorema (2.7)
de la pagina 23, dim¢(A)=ntmero de puntos en V(I), es decir, no sélo comprobamos
que se tiene un nimero finito de soluciones, también podemos saber cuantas soluciones
tiene al calcular la dimensién del anillo cociente.

Una base B para el anillo cociente A = C|x,y, 2]/, se obtiene mediante la in-
struccion.

B,nv:=SetBasis (G, tdeg (x,y,2));
La base B obtenida es:

B = [17 Z? y? x? 227 yz7 :Cy7 yz2]

Como podemos observar dim¢(A) = 8, es decir, tenemos 8 soluciones complejas.

Una vez calculada la base, obtenemos las matrices de multiplicaciéon. Es impor-
tante mencionar que el j-ésimo vector renglon de cada matriz de multiplicacion, cor-
responde al vector de coeficientes de la imagen de la j-ésima base monomial en la
expansion en términos de la base B .

Las matrices de multiplicacion las calculamos mediante la instruccion.

Mx := convert (MulMatrix(x, B, rv,G,tdeg(x,y,z)),float);
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0001 0 O0O0 O
1000 0 O0O0 O
0000 O O1 0
3000 —-200 0
M, = 0100 O OO O
0010 O OO0 O
0030 0 00 =2
0000 0 10 0]
My := convert (MulMatrix(y, B, rv, G,tdeg(x,y,z)),float);

[0 0O 1 0 0 0 0 0]

0 0 0 O 0O 1 00

1 0 0 O 1 000

0 0 0 O 0O 010

M=l 0o 00 0o 0001

0O 25 0 —-05 0 0 0O

0 1 0 1 0O 000

—05 0 0 0 250 0 0]

Mz := convert (MulMatrix(z, B, rv, G,tdeg(x,y,z)),float);

0 1.0 0 0 0 0 0
000 0 1 0 0 0
000 0 0 1 0 0
vo_|t 00 0 00 0 o0
10150 050 0 0 0
000 0 00 0 1
001 0 00 0 0

0 00 0 015 —05 0

A cada matriz de multiplicacion le calculamos sus valores propios, mediante las
instrucciones.

Ex:=Eigenvalues (Mx);

[ —1.41421356237309670]
—0.99999999999999844
1.41421356237309426
0.99999999999999966
—1.41421356237309670
—0.99999999999999844
1.41421356237309426
| 0.99999999999999966 |
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Ey:=Eigenvalues (My);

[—1.41421356237309492 ]
—1.22474487139159205
1.22474487139158783
1.41421356237309603
—1.41421356237309670
—1.22474487139158805
1.41421356237309603

| 1.22474487139158761 |

Ez:=Eigenvalues (Mz);

[ —0.99999999999999978 |
—0.707106781186547906
0.707106781186546462
1.00000000000000088
—0.99999999999999978
—0.707106781186547906
0.707106781186546462

1.00000000000000088 |

Finalmente obtenemos las soluciones presentadas en la tabla (2.1).

Soluciones

X

y

Z

-1.41421356237309670

-1.22474487139159205

-0.707106781186547906

-1.41421356237309670

1.22474487139159205

-0.707106781186547906

-0.99999999999999844

-1.41421356237309492

-0.99999999999999978

-0.99999999999999844

1.41421356237309492

-0.99999999999999978

1.41421356237309426

-1.22474487139159205

0.707106781186546462

1.41421356237309426

1.22474487139159205

0.707106781186546462

0.99999999999999966

-1.41421356237309492

1.0000000000000008

0.99999999999999966

1.41421356237309492

1.0000000000000008

Tabla 2.1: Soluciones del sistema de ecuaciones polinomiales 2.7.
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Ejemplo 2.
Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones polinomiales.

2?2 =22y +5=0
P +yz+1=0 (2.8)
3y? —8xz =0

El ideal generado por el sistema de ecuaciones polinomiales es:

I =[2% — 2wy +5,2y° +yz + 1,3y* — 8xz].

Para ver que el sistema tiene un ntimero finito de soluciones, calculamos el radical
de I y obtenemos.

VI = (2% — 222 + 5, 2y* + yz + 1, 3y* — Sz,
—375 4+ 1202% — 2162% + 3552 4+ 1572° + 242° + 1628,
—48y* — 240y° — 471y5 + 361° + 36y" + 320 + 1600y*,
7662722% — 864002% — 25134882* — 2956802° — 2424962° + 614402° — 81 + 43202

Se puede comprobar que I = /I, es decir, I es un ideal radical.

Su base de Grobner es:

G = [3y® — 8z, 2% — 2wy + 5,415yz — 30y — 224z + 15 + 1602° + 122 — 1602z,
—92y + 18yz + 1202% — 1202 + 1600z2 + 240y2? + 2402, 3yz + 3 + 1622° — 40z,
—3zy + 402yz + 6yz + 4027

La base para el anillo cociente A = Clz,y, z]/1 es:

B=[1,z,y,x, 2% yz, vz, xY].

Las matrices de multiplicaciéon son:

0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
vl 3 0 000 0 2 0
= [-01875 25 0 0 0 —0.1875 0 0
0 0 0 0 -1 —015 0 0.075
0375 0 0 0 0 —0375 0 0
0 0 =5 0 —2 —03 0 0.15 |
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0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 00 0 1 0 0
0 0 00 0 0 2666666667 0
v |0 0 00 0 0 0 1
y 0 -1 0 05 —0.5 —0.075 —6.666666667 0.0375
~0.5 6.666666667 0 0 0  —0.5 0 0
0 0 0 0 -1 -015 0 0.075
-1 0 00 0 -1 0 0
0 10 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
v — 0 0 0 0 0 0 1 0
© 7 1-0.09375 14 0.1875 —0.075 0  —2.59375 1 0
0 -1 0 0.5 —05 —0.075 —6.66666667 0.0375
—0.1875 25 0 0 0  —0.1875 0 0
|0 0 0 0 -1 015 0 0.075 |

Los valores propios de las matrices de multiplicacién son.

—1.10098771532151174
0.965712456305427570
—0.815020788605170800 + 0.931070722634 7237911
—0.815020788605170800 — 0.9310707226347237911
0.0724908113068115090 + 2.23699905274494837¢
0.0724908113068115090 — 2.2369990527449483 71
0.0766488970617452970 + 2.24312334842516315¢
| 0.0766488970617452970 — 2.24312334842516315¢

—2.87800253638671722
—2.81249605594124708
—0.465772290848054438 + 0.464209312629441817¢
—0.465772290848054438 — 0.464209312629441817:
0.461229983147174671 + 0.4970273310319354721
0.461229983147174671 — 0.497027331031935472:
2.34979160386486186 + 0.0430586833481805612¢

| 2.34979160336486186 — 0.0430586833481805612:
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3.07161852867493090
—2.82118222706814237

—0.274004580471901015 + 2.199127259057666241
—0.274004580471901015 — 2.199127259057666247
0.0763637739833436524 + 0.00834410219847183701¢
0.0763637739833436524 — 0.00834410219847183701%
0.0724226556851614995 + 0.00210321912857682186¢
10.0724226556851614995 — 0.002103219128576821861 |

Las soluciones reales del sistema polinomial (2.8) las presentamos en la tabla (2.2).

Soluciones

X

y

Z

-1.10098771532151174

-2.87800253638671722 | -2.82118222706814237

0.965712456305427570

-2.81249605594124708 | 3.07161852867493090

Tabla 2.2: Soluciones reales del sistema de ecuaciones polinomiales 2.8.

32



Capitulo 3
Control de corriente en cables
superconductores

En el presente capitulo a partir del modelo para la distribuciéon de corriente pro-
puesto por Hamajima, mediante un cambio de variable se transforma en un sistema de
ecuaciones polinomiales. Se propone un algoritmo de solucién utilizando el método de
valores propios, cuya teoria se presento en el capitulo anterior. Finalmente, validamos
el algoritmo propuesto mediante algunos ejemplos numéricos de cables superconduc-
tores reportados en la literatura y manufacturados en el laboratorio.

3.1. Sistema polinomial

Regresemos al sistema polinomial (1.7) que obtuvimos en el Capitulo 1.

k k

Tk+1 — Tk 2
— P NTE 4+ (-1 2 (LE;) +
Tl ) 2 B (b= ) (B

+ (L} = lamriyy) Z (LE;)) =0, i=1,2,....,m—1.
i=k+1

Como mencionamos anteriormente el objetivo es calcular los valores de [;, pues una
vez calculado [; y como sabemos que ¢; = +1, podemos calcular los tamanos de paso
L; = ¢;/l;. Para fines de este trabajo de tesis, nos interesan encontrar los tamanos de
paso L; para superconductores de 3,4,5 y 6 capas, es decir, nos interesan los casos
m =3, m=4,m=>5y m =6, sin embargo, el sistema polinomial (1.7) en general
tiene un nimero finito de soluciones; tiene m — 1 ecuaciones con m incoégnitas. Para
solucionar este problema, fijamos un 7o y un t € {1,...,m} y agregamos la ecuacion
(3.1) al sistema polinomial (1.7).

Eio

lt_L,-

=0 (3.1)

0
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Por otro lado, es importante mencionar que no todos los tamanos de paso son
practicos o construibles, por tal motivo para obtener soluciones fisicamente relevantes,
el tamano de paso L;, debe ser elegido apropiadamente para un valor ¢, fijo. En
aplicaciones reales, un rango apropiado de los radios se encuentra entre 10mm y
30mm, y para los tamanos de paso esta entre 150mm y 900mm.

Asi, al aumentar a (1.7) la ecuacion (3.1), obtenemos un sistema de la forma

k

k
Tk+1 — Tk 2
LR NT B (- w2 (L,E;) +
T (Tk+1 + Tk) Zzl ( k k+1> 12; ( )

m

+ (lmrr,% - lk+1ﬂ'7’i+1) 5 (l,E;) =0, 1=1,2,...,m— 1.
i=k+1
S"A
I, — = =0. 3.2
-5 32)

3.2. Precondicionando el sistema

Lo anterior se hizo primeramente para un superconductor de 3 capas y para esto
consideramos la configuraciéon propuesta en la tabla 3 de Hamajima. Sustituimos los
valores de los radios, las direcciones de encintado, las eficiencias y un valor L;, para un
ip fijo en el sistema (3.2); en este caso, Hamajima considera una distribucién uniforme
de corriente, es decir, F; = 1/m. Una vez fijados los datos de entrada, procedemos
a calcular la base de Grobner apoyandonos en MAPLE. Sin embargo, debido a que
las bases de Grobner aun para tamanos moderados pueden no ser numéricamente
estables y computacionalmente muy caras, con este cambio de variable no obtuvimos
buenos resultados al trabajar con datos reales.

Para resolver este problema, regresamos al modelo original de eficiencias (1.6)

k k
MZEH- (z_k_ €k+1)zmaig (%E)
k i

T (Tks1 + %) — Ly

€k 2 Ek+1 9 “ €
_|_ —T7r. — ——T7Tr _E’L :07 k:1,27...,m_1.
(- iimin) 32 (27)

i=k+1 ¢

i=

y a manera de precondicionamiento realizamos el cambio de variable.

[, = —* (3.3)

El cambio de variable (3.3) es 1til por las siguientes razones:
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(i) A los coeficientes del sistema polinomial (3.4) los hace uniformes, es decir del
mismo orden, para posteriormente escalarlos y redondearlos.

(ii) Las direcciones de encintado se pueden controlar al inicio.

El sistema polinomial obtenido es

k k
— [ )
7“k+1 Tk ZEz 4 <5k k 5k+12 k+1> Z&liEmL

Tk+1 + T’k = T a1 —

= (eiliE;
<5klk_5k+1lk+1 Z <€ ) O, k= 1,2,...,m— 1. (34)

7T7“
i=k+1

Al igual que en el caso anterior puesto que tenemos un sistema de m — 1 ecuaciones
con m incognitas, fijamos un ig y para un ¢t € {1,...,m} aumentamos la ecuacion

(3.5)

2

7T7"l-0 .
=0 (3.5)

20

ly —

a (3.4), para un valor de L;, dentro del rango apropiado. El sistema aumentado de m
ecuaciones con m incognitas queda de la forma

k k
Tk+1 — Tk Z exls  errilin Z l
3 & iErf-
rk+1 + Tk ﬂrk

i=1 ﬂ-Tk+1 i=1
" (eliE;
<€klk _5k+llk+1 Z <87TT ) 07 k= 1727"'7m_ L.
—k+1 i
2
| — WLTO —0. (3.6)
io

Después de fijar los radios, las direcciones de encintado y un tamano de paso L;,
dentro del rango apropiado, procedemos a calcular la base de Grébner apoyandonos
en MAPLE, para esto primeramente escalamos a los coeficientes del sistema polino-
mial (3.6) y posteriormente los convertimos a racionales simbolicos. Ahora con estas
modificaciones, procedemos a calcular la base de Grébner. Lo anterior se hizo debido
a que el algoritmo para calcularas es simbélico y trabaja con niimeros racionales.

En este paso intermedio, tanto para los casos m = 3 como para m = 4, verificamos
que los ideales generados por los respectivos sistemas de ecuaciones polinomiales fuer-
an de dimension cero, es decir, se tuviera un nimero finito de soluciones. Para m > 4
no lo hicimos por cuestiones computacionales.
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Después de calcular la base de Grobmer reducida para el sistema polinomial
(3.6), obtenemos una base B para el anillo cociente A = C[ly,...,[,]/] y posteri-
ormente las matrices M, , My,, ..., M, , asociadas a los operadores de multiplicaciéon
my,, My, ..., My, con respecto a las variables [,,, ..., [,. Calculamos los valores pro-
pios de cada matriz. Finalmente por el teorema de valores propios, sabemos que las
soluciones del sistema polinomial (3.6) se encuentran dentro de este conjunto de val-
ores propios.

Los valores propios de estas matrices de multiplicacién per se con respecto a los [;
no nos interesan, pues como dijimos queremos obtener soluciones que tengan sentido
fisico. Para esto mediante el cambio de variable (3.3) los regresamos a su forma L,;
y eliminamos aquellos que sean complejos, reales negativos o positivos que no estén
dentro del rango dado. Finalmente sustituimos los valores restantes de los L, ; en el
modelo (1.6), y verificamos cuales de ellos en combinacion son soluciones del sistema
polinomial y si hay soluciones imprimirlas.

En algunos casos quisimos conocer diferentes configuraciones de cables supercon-
ductores. Para esto variamos a Ly, t € {1,...,m} dentro del rango dado y volvemos
a aplicar el procedimiento.

3.3. Un algoritmo para resolver el modelo algebraico
de Hamajima

Basandonos en lo anterior, presentamos un algoritmo para resolver el sistema
polinomial (1.6) derivado del modelo algebraico de Hamajima.
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Algoritmo 3 Procedimiento para resolver el sistema (1.6) derivado de el modelo
algebraico de Hamajima (1.1)

Salida: Nuamero de capas de cintas superconductoras m, modelo algebraico de
eficiencias (1.6), radios r;, nimero de puntos a calcular npts, rango construible de los
tamanos de paso [L; min, L, max]|, posibles valores de las direcciones de encintado ¢;,
eficiencias F; y fijar un valor de un tamano de paso L; dentro del rango construible,
para algin t € {1,...,m}.

Salida: Tamanos de paso L; dentro del rango construible dado para 3,4, 5 o 6 capas
segin sea el caso.

for k=1,2,... npts do

fori=1,...,mdo
Realizar el cambio de variable [; = wr?/L; en (1.6).

end for

fori=1,...,m do
Sustituir los valores de los radios r;, direcciones de encintado ¢; y eficiencias
E; en (1.6).

end for

Aumentar la ecuacion (3.5) a (1.6), para obtener el sistema polinomial (3.6).
A los coeficientes de (3.6), multiplicarlos por 10° y convertirlos a racionales sim-

bolicos.
Calcular la base de Grobner G del Ideal I generado por el sistema polinomial
obtenido en el paso anterior con respecto a las variables l;, t = 1,...,m.
Calcular una base B del anillo cociente Clly, ..., [,]/I.
for:=1,...,mdo

Calcular los valores propios de las matrices de multiplicacion M, i =1...,m
end for
fori=1,...,mdo

Dentro de cada conjunto de valores propios, eliminar los complejos y negativos.
end for
fori=1,...,m do

Convertir los valores propios del paso anterior mediante la transformacion (3.3)
y eliminar los que no se encuentren dentro del rango que se dio como dato de
entrada.
end for
Verificar si la combinacion de los valores restantes L,,; son soluciones del modelo
original (1.6).
end for
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3.4. Resultados numéricos

En esta seccién presentamos algunas configuraciones de cables superconductores
que se obtienen al resolver el sistema (1.6) mediante el algoritmo 3. Tomamos como
entrada los datos propuestos en las tablas 1, 2 y 3 de Hamajima, y los datos de los
superconductores manufacturados por Grupo CONDUMEX los cuales son reportados
en Sytnikov [15].

Consideremos el modelo de eficiencias (1.6) propuesto en el Capitulo 1.

k k
s (f- i) pi (5
k i1 i

s (Tk+1 + Tk) i—1 Lk+1

€ 5 Ekil o — (&
+ | —7ry, — ——7r —FE; ) =0, kE=1,2,....,m—1.
(Lk “ Len k+1> Z.;I <Lz‘ >

3.4.1. Casom =3

Para tres capas (m = 3) de cintas superconductoras tenemos el siguiente sistema
de ecuaciones.

k=1
2
To —T1 2 2
— s~ FE+ 2Ltm?E riEy + ——mri Ey+
m(ro4r) L2V L1L2 ! L1L2 2
2
8183 2 €5 E9E€3
Es — 2271r2E N - |
L1L3 e LQ e L2L3 270
k=2
2
rs —To £1€92 2 E1€3 2
— = (F FE. 1B E ——rib —
7r(r3+7“2)( R R 1JFLQW2 2T Lyt
2
£9E3 £9E3 2
— ’E rols — 2E,=0
ToLy 22 T T, e L3M3 3

En la tabla (3.1) listamos los radios de las capas de un cable superconductor de
tres capas descrito en la tabla 3 de Hamajima.
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capa 1 2 3
radio r[mm]| | 10 | 10.5 | 11

Tabla 3.1: Radios de las capas coaxiales para superconductor de 3 capas de cintas
superconductoras

Con estos datos y considerando la misma direccién de encintado y una distribucion
homogénea de corriente, variamos a L; en el intervalo [50,1000] y los resultados
obtenidos los presentamos en la figura (3.1)

350 T T T T T T T T T

Tarmario de paso de las capas 2 v 3 en [mm)]

- A T U N N N N
1] 100 200 300 400 &S00 6B0O 700 800 900 1000
Tamafio de paso de la capa 1 en [mm]

Figura 3.1: Tamanos de paso de las capas 2 y 3 como funcién del tamano de paso de la
primera capa con la misma direcciéon de encintado para una distribuciéon homogénea
de corriente

Otra opcién es considerar una direccion de encintado alternativa, es decir, aquella
donde las direcciones de encintado de las capas pares son opuestas al de las capas
impares. En este caso obtenemos los resultados presentados en la figura (3.2).
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T T T T

Tarmario de paso de las capas 2 v 3 en [mm)]

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1] 100 200 300 400 &S00 6B0O 700 800 900 1000
Tamafio de paso de la capa 1 en [mm]

Figura 3.2: Tamanos de paso de las capas 2 y 3 como funcién del tamano de paso de la
primera capa con direcciéon de encintado alternativa para una distribucion homogénea
de corriente.

Cabe senalar que las figuras (3.1) y (3.2), son una reproduccion visualmente idén-
ticas de las figuras 4(b) y 5(a) de Hamajima al tomar los mismos datos de entrada.
Aunque los datos obtenidos no son construibles, nos sirven como una validacién del
algoritmo propuesto.

Por otro lado, los resultados obtenidos muestran la conveniencia de poder controlar
a priori las direcciones de encintado: En efecto, en la figura (3.2) vemos que no todos
los tamanos de paso son practicos o construibles, pues observamos que los tamanos
de paso de la segunda y la tercera capa son extremadamente pequenos comparados
con los tamanos de paso de la primer capa: Mientras que los tamanos de paso de la
segunda y tercer capa estan en un rango entre 19mm y 34mm, los tamanos de paso
de la primer capa estan en un rango entre 50mm y 1000mm. Como se menciona en
Hamajima con estos datos de tamafnos de paso seria muy dificil la fabricacion de un
cable superconductor de alta temperatura, debido a que las cintas superconductoras
de las segunda y tercer capas estarian sujetas a un gran esfuerzo de tracciéon, mientras
que la cinta superconductora de la primera capa quedaria muy floja.

Sin embargo, cuando tomamos la misma direccién de encintado, como en la figu-
ra (3.1) observamos que los tamatios de paso son mas apropiados: Cuando el tamano
de paso de la primer capa estd en un rango entre 150mm y 900mm , los tamanos de
paso de la segunda y tercer capa estan en un rango entre 115mm y 330mm.
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3.4.2. Casom =4

Para cuatro capas m = 4 tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

k=1
2
o —T 2 €1€2 2 €1€2 2
—=  —F B, - —=mriE, + ——ariE
(s +71) 1+L R Y P e Sy L bt
2
E1€3 2 E1€4 2 2 E92€3 2
iE ) By — —qmrifE;—
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E9E4
2E, =0
k=2
2
r3 — T2 2 5153 2
— = (EZ+ FE iE E 1B —
e R 2)JFLLQ 1+L2M2 2T Ly
2
6263 2 €2€3 2 €28&4 2 2
— 5 E sE ) -
ToLy 22 T e e ng5 3
E3&4
- 2E, =0
k=3

7 (rs + 7o)
2
E E E. E
Tt T L T T T T L, e
2
€384 _ o €4 _ 2
+L3L47T 3E4 L—iWT4E4 =
Consideremos los radios de las capas listados en la tabla 3 de Hamajima
capa 1 2 3 4
radio r [mm] | 10 | 10.5 | 11 | 11.5

Tabla 3.2: Radios de las capas coaxiales para un superconductor de 4 capas tomados
de la tabla 3 de Hamajima

Tomando la misma direccién de encintando y una distribucion homogénea de
corriente, los resultados obtenidos los presentamos en la figura (3.3).
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Tarmafio de paso de las capas 2.3 y 4 en [mrm]

50

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1] 100 200 300 400 &S00 60O 700 800 900 1000
Tamafio de paso de la capa 1 en [mm]

Figura 3.3: Tamanos de paso de las capas 2, 3, y 4 como funcién del tamano de paso de
la primera capa para una distribucién homogénea de corriente con la misma direccion
de encintado

Por otro lado, si consideramos la direccion de encintado alternativa. Los resultados
obtenidos los presentamos en la figura (3.4).
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Tarmafio de paso da las capas 2.3 y 4 en [mrm]

R oo sl i div e iie it s

15 /TFT | | | | I I |
1] 100 200 300 400 &S00 6B0O 700 800 900 1000
Tamafio de paso de la capa 1 en [mm]

Figura 3.4: Tamano de paso de las capas 2, 3 y 4 como funcién de la primera capa
para una distribucién homogénea de corriente en el caso de direcciones de encintado
alternativas.

De igual manera que en el caso de 3 capas, las figuras (3.3) y (3.4) reproducen
exactamente a las figuras 4(c) y 5(b) de Hamajima respectivamente.

En la figura (3.4) observamos que los tamafios de paso obtenidos no son constru-
ibles, debido a que mientras que los tamanos de paso de la segunda, tercera y cuarta
capa son extremadamente pequenos comparados con los tamanos de paso de la primer
capa. Sin embargo, los tamanos de paso que presentamos en la figura (3.3) son més
apropiados, debido a que cuando el tamano de paso de la primer capa esta en el rango
entre 150mm y 900mm, los tamanos de paso de la segunda, tercera y cuarta capas
estan en el rango de 105mm y 414mm.

Consideremos ahora los radios de las capas propuestas en la tabla 2 de Hamajima.

capa 1 2 3 4
radio rmm]| | 21.28 | 21.46 | 21.64 | 21.84

Tabla 3.3: Radios de las capas coaxiales para un superconductor de 4 capas, prop-
uestos en la tabla 2 de Hamajima.

Usando nuestro algoritmo obtenemos algunas configuraciones para una distribu-
cion homogénea de corriente, algunas de ellas las presentamos en las tablas (3.4),

(3.5) v (3.6).

43



Capitulo 3. Control de corriente en cables superconductores

capa 1 2 3 4
Tamano de paso Llmm| | 150.0000001 | 536.6037107 | 424.5863059 | 155.8425837
Direccion de encintado €; 1 1 -1 -1
Eficiencias .25000000 .25000001 .24999999 .25000000

Tabla 3.4: Pardmetros principales de un superconductor de cuatro capas para un
tamano de paso de la primer capa de L; = 150mm.

capa 1 2 3 4
Tamano de paso L{mm]| | 210.0000001 | 525.8865233 | 617.1791812 | 184.1356493
Direccién de encintado ¢; 1 1 -1 -1
Eficiencias .25000000 .25000001 .24999999 .25000000

Tabla 3.5: Pardametros principales de un superconductor de cuatro capas para un
tamano de paso de la primer capa de L; = 210mm

capa 1 2 3 4
Tamano de paso L [mm] | 300.0000002 | 639.4005254 | 896.0305160 | 228.6878486
Direccién de encintado €; 1 1 -1 -1
Eficiencias .25000000 .25000001 .24999999 .25000000

Tabla 3.6: Pardmetros principales de un superconductor de cuatro capas para un
tamano de paso de la primer capa de L; = 300mm.

Como podemos observar las configuraciones de cables superconductores presenta-
dos en las tablas (3.4), (3.5) y (3.6), si corresponden a tamanos de paso construibles.
Si variamos el tamano de paso de la primera capa en el intervalo [150,330]. Los
resultados obtenidos los presentamos en la figura (3.5)
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Figura 3.5: Tamano de paso de las capas 2, 3 y 4 como funcién del tamano de paso
de la primera capa con direcciones de encintado e; =5 = 1y €3 = ¢4 = —1 para una
distribucion homogénea de corriente.

Finalmente, consideremos los datos propuestos en la tabla 1 de Sytnikov.

capa 1 2 3 4
radio r[mm)| 25.55 | 25.84 | 26.18 | 26.54
Direccién de encintado ¢; 1 1 -1 -1

Tabla 3.7: Valores de los radios y direcciones de encintado para un superconductor
de cuatro capas propuestos en la tabla 1 de Sytnikov.

Estos datos corresponden a una configuracion para una distribuciéon no homogénea

de corriente, pero en base a ellos, nuestro método permite hallar la configuracion
presentada en la tabla (3.8), que si da una distribucion homogénea de corriente.
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capa 1 2 3 4
Tamano de paso L|mm] | 336.0000003 | 677.3988306 | 961.2718024 | 245.2246067

Tabla 3.8: Tamanos de paso encontrados para los datos presentados en la tabla (3.7)
para una distribucién homogénea de corriente.

3.4.3. Casom =25

Para 5 y 6 capas omitimos los sistemas de ecuaciones.

Aunque en Hamajima s6lo consideran datos para cuatro capas; para cinco ca-
pas proponemos los datos presentados en la Tabla (3.9), que son una extrapolacion
natural.

capa 1 2 3 4 )
radio 7|mm)| 101 10.5 | 11 | 11.5 | 12
Direccién de encintado ¢; | 1 1 1 1 1

Tabla 3.9: Radios y direcciones de encintado propuestos para un superconductor de
5 capas, en base a los datos propuestos en la tabla 2 de Hamajima.

Si variamos el tamano de paso de la primera capa en el intervalo [50,1000], los
resultados obtenidos los presentamos en la figura (3.6).
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Figura 3.6: Tamanos de paso de las capas 2, 3, 4 y 5 como funcién del tamano de
paso de la primera capa. Datos tomados de la tabla 3.9

La figura (3.6) presenta las mismas caracteristicas que las figuras (3.1) y (3.3)
para superconductores de 3 y 4 capas respectivamente.
Por otro lado, consideremos los datos propuestos en la tabla 1 de Hamajima .

capa 1 2 3 4 D
radio r|mm)| 21.28 | 21.46 | 21.64 | 21.82 | 22
Direccién de encintado 1 1 1 1 1

Tabla 3.10: Radios y direcciones de encintado propuestos en la tabla 1 de Hamajima

Si variamos a L en el intervalo [150,900], obtenemos los resultados presentados
en la figura (3.7) y podemos observar que todos los tamanos de paso son construibles.
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Figura 3.7: Tamanos de paso de las capas 2, 3, 4 y 5 como funcién del tamano de
paso de la primera capa. Datos tomados de la tabla 3.10

En particular para L; = 320mm obtenemos la configuracién presentada en la tabla

(3.11).

capa 1 2 3 4 )
radio 7|mm)| 21.28 | 21.46 | 21.64 | 21.82 | 22.00
Direccién de encintado 1 1 1 1 1
Tamano de paso [mm]| | 320.00 | 318.55 | 310.75 | 297.66 | 280.61

Tabla 3.11: Pardmetros principales de un cable superconductor de cinco capas para
un tamano de paso L; = 320mm, para una distribucién homogénea de corriente.

En la tabla 1 de Hamajima, presentan los tamanos de paso obtenidos para una
distribucion no homogénea de corriente, sin embargo, en nuestro caso en la tabla (3.11)
los tamanos de paso que obtenemos corresponden a una distribucién homogénea de
corriente.
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3.4.4. Casom=2©6

Consideremos los datos propuestos en la Tabla (3.12).

capa 1 2 3 4 5) 6
radio 7[mm| 10 [ 105 | 11 | 11.5 | 12| 12.5
Direccién de encintado | 1 1 1 1 1 1

Tabla 3.12: Parametros principales de un superconductor de 6 capas, en base a la
tabla 2 de Hamajima.

Si a Ly la variamos en el intervalo [50, 1000] para una distribucion homogénea de
corriente, obtenemos los resultados presentados en la grafica (3.8).
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Figura 3.8: Tamanos de paso de las capas 2, 3, 4, 5 y 6 como funciéon del tamano de
paso de la primera capa para una distribucién homogénea de corriente. Datos tomados
de la tabla 3.12.

Observamos que la figura (3.8) presenta las mismas caracteristicas, que las figuras

(3.1), (3.3) y (3.6).
Por otro lado, a partir de la tabla 1 de Hamajima, presentamos algunas configu-

raciones de cables superconductores de 6 capas, ver tablas (3.13), (3.14) y (3.15).
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Capa 1 2 3 4 5 6
Radio r[mm)] 21.28 | 21.46 | 21.64 | 21.82 22 22.18
Direcciéon de encintado 1 1 1 -1 -1 -1
Tamano de Paso en [mm] | 178.89 | 265.70 | 778.20 | 823.58 | 269.70 | 154.90

Tabla 3.13: Configuracién obtenida para un superconductor de 6 capas con un tamano
de paso de la primera capa de L; = 178.89mm, para una distribuciéon homogénea de
corriente.

Para un tamano de paso de la capa 1, L; = 185mm, y direcciéon de encintado
iguales tenemos los resultados presentados en la tabla (3.13), mientras que para el
mismo tamano de paso de la capa 1 pero con diferentes direcciones de encintado
obtenemos los resultados presentados en la tabla (3.14), ambos con una distribucion

homogénea de corriente.

Capa 1 2 3 4 5) 6
Radio r[mm)| 21.28 | 21.46 | 21.64 | 21.82 22 22.18
Direccién de encintado 1 1 1 1 1 1
Tamano de Paso en [mm] | 185.00 | 262.03 | 781.98 | 798.87 | 266.38 | 153.39

Tabla 3.14: Configuracién obtenida para un superconductor de 6 capas con un tamano
de paso de la primera capa de L; = 185.00mm, para una distribucién homogénea de
corriente con la misma direcciéon de encintado.

Considerando una direccion de encintado diferente, para un tamano de paso de la
capa L; = 185mm, obtenemos los resultados presentados en la tabla (3.15).

Capa 1 2 3 4 5 6
Radio r[mm)| 21.28 | 21.46 | 21.64 | 21.82 22 22.18
Direccion de encintado 1 1 1 -1 -1 -1
Tamano de Paso en [mm] | 185.00 | 271.70 | 774.42 | 861.97 | 275.85 | 157.30

Tabla 3.15: Configuraciéon obtenida para un superconductor de 6 capas con un tamano
de paso de la primera capa de L; = 185.00mm, para una distribuciéon homogénea de
corriente con diferentes direcciones de encintado.
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3.4.5. Resultados con datos de laboratorio

En CIDEC (CONDUMEX Group, México) en el marco del proyecto CASAT, con
la participacion de JSC "VNIIKP"(Moscu, Rusia) y el IPN (Ciudad de México), se
cre6 un laboratorio criogénico para manufacturar y probar cables superconductores
HTS. En particular en Sytnikov reportan datos de cables superconductores de cuatro

y seis capas.

Los radios y direcciones de encintado de estos cables se listan en las Tablas (3.16)
y (3.17).

Capa 1 2 3 4
Radio r[mm] 25.55 | 25.84 | 26.18 | 26.54
Direccién de encintado 1 1 -1 -1

Tabla 3.16: Radios y direcciones de encintado para un superconductor de 4 capas.

Capa 1 2 3 4 5 6
Radio r[mm]| 27.53 | 27.71 | 28.1 | 28.56 | 28.8 | 29.1
Direccidénes de encintado 1 1 1 -1 -1 -1

Tabla 3.17: Radios y direcciones de encintado para un superconductor de 6 capas.

Los tamanos que obtenemos con nuestro algoritmo los presentamos en las fig-
uras (3.9) y (3.10) para cuatro y seis capas respectivamente, para una distribucion
homogénea de corriente.
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superconductores
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Figura 3.9: Tamanos de paso de las capas 2, 3 y 4 como funciéon del tamano de paso
de la primera capa, para una ditribuciéon homogénea de corriente. Datos tomados de

la tabla 3.16
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Figura 3.10: Tamanos de paso de las capas 2, 3, 4, 5 y 6 como funcién del tamano de
paso de la primera capa, para una ditribuciéon homogénea de corriente. Datos tomados

de la tabla 3.17
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Conclusiones

Las conclusiones principales de este trabajo de tesis en orden de desarrollo son:

1. Se propuso una variacién al modelo algebraico de Hamajima, debido a que en
muchos casos no es posible obtener eficiencia perfecta en la distribucién de
corriente.

2. Se implement6 un algoritmo para encontrar configuraciones con una distribucion
homogénea de corriente a partir del Teorema de Valores Propios presentado en
el capitulo 2.

3. Se valido el algoritmo reproduciendo configuraciones de cables reportados en
la literatura asi como también con cables manufacturados de laboratorio de
CIDEC (Grupo CONDUMEX, Mexico).

4. Se uso el modelo para proponer configuraciones para superconductores de 4, 5
y 6 capas que tienen distribucion homogénea de corriente.

A pesar de que el modelo algebraico de Hamajima es un modelo matematico
muy simple, fue sorprendente su efectividad al compararlo con datos reportados en
la literatura. Lo anterior se puede complementar con otros modelos mas sofisticados,
por ejemplo que incluyan las propiedades fisicas de las cintas superconductoras.

De nuestra experiencia en el desarrollo del presente trabajo de tesis, senalamos
algunas de las ventajas que tiene el método de valores propios para resolver sistemas
de ecuaciones polinomiales sobre otros métodos.

1. El método de valores propios no requiere de un punto inicial.
2. No es un método local.
3. Las soluciones de un sistema de ecuaciones polinomiales, son independientes.

En el presente trabajo de tesis utilizamos las herramientas méas simples de Geo-
metria Algebraica por lo que también estamos interesados en explorar otras posibil-
idades. A continuacién mostramos algunos puntos importantes que podrian ampliar
el presente trabajo.
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Capitulo 3. Conclusiones

1. Realizar un analisis més profundo del sistema polinomial. Por ejemplo establecer
un criterio para la existencia y posiblemente unicidad de soluciones en un rango
dado.

2. Explorar otros métodos simbolicos de solucién de sistemas de ecuaciones poli-
nomiales, ver Dickenstein.

3. Elaborar un reporte técnico para el diseno de cables superconductores.

Para terminar es importante hacer notar que la prueba final de un modelo numéri-
co es su capacidad para reproducir resultados de laboratorio. El Dr. Miguel Angel
Moreles trabajé como consultor para CIDEC en un proyecto para disenar cables su-
perconductores . Las configuraciones obtenidas por nuestro algoritmo, corresponden
a las obtenidas en el laboratorio.

*Aunque los datos no se pueden reproducir publicamente por cuestiones de derechos de autor
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